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(A DUALITY lBETWEEN K3 AND DEL PEZZO SURFACES?) 
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東京大学数理科学研究科 (UNIVERSITY OF TOKYO) 
ABSTRACT. This note jg a survey of Ol1r re目的 paper[21]. We exp!剖 nthe 
structure of the a祖tomorphicIorm 011 the臨 odulispace of K3 smfa.ces with 
involl.ltion， which we constructed using 明日ivariantanalytic to四 ion[19]. We 
自日cla singie ser;es of diiptic modular form Ior wh田 eBorcherds li氏
provides the corresponding automorphic form. By r四 l:ritingthe Borcherds 
pmcluc七回 afunctiOI1 011 the K品h!ermoduli of a Del Pezzo su:rface， we sl1ggesむ
that the min-or dua.1 of a certain K3問 naceswith inミrolutiou阻 aybe a Dd 
Pezzo surface equipped宵itha complex K品hler:form. The details of this note 










Xを!{3曲面としl I~: x-ー〉JCを正副対合とする 4はX
に作用するものと常に仮定する G このとき?けまXの全コホモロジー格子
と呼ばれる)
= HO (-X， EB EB 
主主1u⑦1UEB1Uのl[JE!j]E呂のlEs=固民4
iこ作用する.ただし， l[J， JEsはそれぞれ階数2，8の偶ユニモジュラー格子で3むの符
号は (1‘1)，lE8の符号は S)である.(，*の定める M上の対合を fで表せば3f-作用
に関する土1-国有空間 H土 Z)は以下のように表せる:
:= {l E M; = l} M_ := {l E M; 
==H十(X，Z)
=HO ，Z)EBH;(X， EBH4(X，Z)， 
主 H_(X，Z)
二 Z)
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ける保型形式の Peterssonノルムなのである [19]-多くの場合， B邑rshadsky-Cecoも1-
大粟-v乱faが予想するように，この保型形式はBorcherds型の無限積展開を持つ.い)
!o/LiIlエ _'i M 
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α; (H2(X， j <・3・)四p)自lLKS:ニむE&1Ua1lJED厄8ED lES・
ここで，1Uニ (Z2，(~ ~))は京歯平面りであり， lESは負定艦 Ca巾 n行
列Eslこ付随する階数8の負定値偶ユニモジュラー格子，Es)である e
Prool [16]等を参照 a 口
De混nition2.3. XをK3曲面、とし，t:X→Xを正期対合，M C lLK3を部分格子
とする.組(X，l)が以下の条件をみたすとき?型M の2..elemenもaryK3曲面という:
LはHO(X，Kx)に非自明!こ作用する， l.e.， 
=一η， 'tfηε HO(X， 竺 C.
(2) Fact 2.2 (3)の等長同型αで以下の条件をみたすもの732存在する:
α(H~(X ， Z))ェM3Ei(X，Z):={Jε H2(X，Z); L*[ = l}. 
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Definition 2.3 IまM に以下の条件 (i)ぅ (i)， (ii)を課す.逆に?下の条件 (i)，(i)， 
(ii)を充たす格子M に対して3型 M の2-elem印 taryK3曲面の存在が知られてい
る[13]，[14]: 
(i) M C lLK3 I立原始的， i.e.， lLK3/Mは自由 Z司加群.
(i) M は2-el号mentaryである， l.e.，整数l(M)εz>oが存在して，MVjMニ ZEM)




Aj一二 A1ニ 1IJ， ¥U(2)， J[])2k， IE71 IE8， JEs(2). 
ただし， Li記代数のルート格子は負定値であると約束する.また9格子L=(Z，.，十，.)L) 
に対して・，L(k)はL{k)= (Z"，k(・3・)L)として定まる格子である.上の格子の勝手な
直和は必ずしもlLK3への原始的な埋め込みを持たないことを注意する.条件， (i) ， 
(ii)をみたす格子の等長類は全部で75個存在する [13]，[8].能って， 2-elεm印刷:yK3 
曲面の位相型は全部で75髄存在する.以下， lLK3の部分格子M に対して，その直交
捕格子を MJ.で表す， i.e・， Mj_ニ {lE lLK3; M) = O}. 
Example :204.以下， 2-elem四胞ryK3曲面の代表的な例を幾っか挙げる.
(1) C C p2を非特異平面6次曲線とL，.， Cで分岐する (jコ二重被覆をp:);:→ p2 









j • 0 0 ~んを一般の位置にある p2 の 6 産線とする • Pij = Li n Lj (iくj}とす
る.p: S→p2をL1U.・叫んで分岐する二重被覆とする.5はも)(と2次元




研究されたのでヲこの 2-e1邑mentaryK3曲面高三松本町佐々 木町吉田の K3曲面と呼ぶe
(1IJ⑦E呂aAむよ =(At)2 fi AIなので7松本町佐々木ω吉田の !{3曲面は(吋を充たす
2-el色mentaryK3曲面である.L1'・a・，L6Iこ内接する p2の二次曲錦が存在するとき 3
松本ー 佐々 木ー 吉田の K3曲面はKummer曲面である。 [17]， [20]を参照。
2-elem叩もaryK3曲面 (X，l)に対して3対合の不動点集合をXι で表す:
X' ;= {x E l(X) = 
Fad 2.5. (X， l)を型M のらelementaryK 3歯固とする.
(1) M E'! 1IJ(2) a IEs(2)ならば，X'= oであり y 商X/tはEn付伊es曲面である，
(2) M主主1IJfi JEs (2)ならばy 交わらない精円曲糠Ct，Czc Xが存在してy
Xι=ご C1I1 C2・
A DUALITY BETWEEN K3 AND DEL PEZZO SURFACESつ
(3) M学1fJ(2)EB lEs(2)， 1fJEB lEs(2)ならばy 撞数g(M)のコンパクト Riemαnn面Cと
k(M)飼の非特異有理曲綿 El，・・，Ek(M)が存在してy
ただし，












εP(A@ ;η7η) = 0， (私的>O}. 
flAIま2つの互いに交わらない領域の和であり，各連結成分はベ -2次元のIV型
有界対象領域に向型である.格子Aの自己向型群をで表せば，0(1¥)はUAに
射E程変換群として圏有不連続に作用する q 特に， Auもコである同




r (. r…，1 
切M(X，L) := l~'" ， '/.Ii1]， . .) J 'ηE ¥ 
ここで1γ= iま等長向型H2(X?Z)三を与える
以下の条件を充たすものである;γ に関する fの行列表示を
型により H2 Z)とlLK3を同一視するとき 7



































I<:~ 曲面に~N定して考える.認をX 上の i-不変なRicci-
κzJIE f¥ 
(j2 logdet{gσ) 凸.~今 l，*fi ==札 出 =0‘ 一一一一一一1...::..= 0 '" ， 
'，J 
X'ニ2::;を連結成分への分解とし?以下のように定める:
'!'heorem 3.2.型M の2-elementaT1jI<3曲面 (X，t) し句てF
K 14~rnイ百 喝~
TM(X，l) :引も，言)一寸)可2(X，ぉ)(t)1 f宅'21f 















される [19].このように，Mが例外型格子のとき 'iM の明示公式が既に得られている
ので3以下M が一般型格子のときに 'iM の明示公式を考える.
ADUALITY BETWEEN K3 AND DEL PEZZO SURFACESつ
4， K3曲iとDeIPezzo 
Definitioll 4，1.コンバタトな連結非特異複素曲面Vは反標準東K51が豊富なと








-1 p2[1] or pl >< pl こ














ニ Eγ，R);X2 > 
口
とすれば，Cvは二つの連結成分から成るが，VのK泊i色E類を含む連結成分をctで
表す.条件sig叫H(V， ，(・，ニ 10-d)とE自(V，Z)⑦H4(V， 主Uから 7以下
の複素多様体の同型が成り立つ (n.t(V，Z)はの連結成分); 
Z2 




に手=(aε H2(V，R); xはK誌hler類}c Ci):，
R) 一一一十ゾコ時 CH2(只C)jH2(V，Z) H2(V， 
はVの捜索K溢1邑E錐と呼ばれpその元を複素K砧i日E類と呼ぶ.商空間
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(Borch邑rds積)には楕円モジュラー形式を用いる.Dedekindη 関数， J配 obiテータ
関数は以下の式で定義されていたことを思い出す:





一 η(q2)8 (q)k 
(l) l :一一一一一一一η(q)8勾，
IEZ 
= L: ci1l q!:= -8'1}_主主主士山区
IEkl4+Z 
Th守01'告主主瓦 403.Del Pezzo歯車Vの J{品lerモジュライ空間
限讃を次式で定める:
上の形式的無
4iV{W) :=号制(c，(V)刈)耳 目 (1べばい州ci2
占EZ2λEEff(V)，λ三oc，(v) mocl 2 
ただし日明V)ζ ~ Z)はγ上の有効因子の間髄類全体の集合
(L)εH2(V2Z);LCHl(V305)? = dimHO(V， > 
を表す.またyλ 三 JCl(V) mod 2 Iまλ-JCl(γ)がコホモロジー群H2(只におい
てきで、割れることを意味する.以下p向型〈斗により4iγ を対応する nH(V，Z)の開集
合 kの形式的!語教と見なす.同一視(吋の下でy以下の主張が成り







(X， t) を型 M の 2~elem印 K3 曲面， (V，'f])をDelPezzo曲面と複素化Iuihler
類の組とする e このとき p
d記gVニ，'(M)-10， g(M) = 0 
ならば， M.L :! Z)(2)である.等長同型Mよさ Z)(2)の下で/，)の周
期と (V，勾)のK品ler周期が一致するならばJ e:. e~ ， 
旬 M(X，t)= wγ([η])， 




1φv(ω:= (1mω71由 ω)degV+4lpv(ω)12 
1ま保型形式~v の Petersson ノルムで、ある a
Proof [21Jを参照。 口













四2:::-::H十 iC十二 {Wε - 〉 W. :=tW. 
ここで，Hは2 2-Hermit日行ヂIj全体の集合であり， C十は正定値な2x 2-IIerlnit臼
列会;体の集合である.阻2 上の~標 W:::::: (包.11;'UJ2， 'U}3 J を以下の式で定める:
ω= tv1H十1り2El十wsE'J， 十切4εlfI[2・
し3










この二次形式により 3格子十ZE1+ ZE2 + ZE's， (・，はli1，3e等長向型である-
v = P2[3]をと次数6のDelPezzo曲面とし，1f:V→p2をp2の3点 ，P2，P3にお
けるブローアップ。とする.このとき，H = (1)， Eiを例外国子π-l(Pi)の定め
るV上の正則痕鶴来と関一損すれば.Chem類を取る操作は等長向型
Cl; ZH + ZE1十 ZE2十 ZE3一争 H2{l，Z)
て， Chern類写像は複素計量ベクトル空間の向型
Cl: lHb笠 C)
を誘導する.このとき，QH(~官}は以下の写橡 ιv によりlHb iこ間型である:
を誘導する e
tv; lHh '3w→-det(ω)[1] EB Cl (吋 EB E QH(V，Z)ー
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a， E {O，平}2に対して， JBh上のFreiむagテータ関数を以下の式で定める;















E L0R; x2 > 
を双曲型格子Lの光錐とする.Lの/レートの集合をムL:ニ {d巴L;d2 = で定め
るe ノレート dEムLに対して)3dε をdの定める鏡映とする;
L3x→Sd(X) :=x+(x ， d)d ε1~. 
このとき，Sdは光錐に作用する.鏡映Sd:CJι→止の不動点集合(鏡映面)をhd





あり ， L の Weyl 普~E霊と呼ばれる.
Wc止をLの一つのWeyl部震とし，L③R十iW上で定義された形式的Fouri邑E
級数曽MよかJjL)-10)を以下の無限積で定義する:
ょ(0) ト _ o21fi(I1(L，W)，.) 



















(1 -e2r;(λ，z) )2引し)-1ρ2/2)x 




























l)が型M の K3曲面ならばf 以下の等式が成り立つJ
-4(2g(M)十 1)log TM の=
ここで E (Z)¥Sg(M)は曲線Xι の周期であり 1 1.1は保型形式の
Peterssonノルムを表す.また1C]l-J.'は格子M のみに依存する定数でありyχg(β)は
g次上半空間上の井草保型形式である， i.eo， 
一 J1 (g = 0) 









(a) g(M)ニ 0ならば，Mよは以下の 11個の格子の{可れかに等長で、ある:
11(2) ED At E& A~ (0壬k主的 ED11(2)， At ED At 
(b) g(M) = 1ならば，M上は以下の 12個の格子の拘れかに等長である:
1 ED At ED A1 (0三k壬9)， 11(2) ED 1!J(2) ED ][}l4， 1!J EDむ(2).
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(c) g(M) = 2ならば，M土は以下の 1個の格子の何れかに等長である:
1lJ a l[Ja Å~ (0壬k:5 9)ヲ1lJaむ a[1l4・
(d) g(M)コ 3かつ r(M)三11ならば，Mよは以下の 4個の格子の何れかに等長で
ある:
l[J a l[Ja [1l4 a Å~ (0壬k三3).







Atの標準的な生成元をh，A1の標準的な生成元を ，. . ， 1lJ， 1U(2)の標準
的な生成元を e，fで表す.L C iLK8を露始的な 2-elem叩もary双歯型格子とし，Wを
LのWeyl部屋のーっとする.負定値ノレート格子KCLに対して，W はムK の分解
を定める:





Le臨胆a5。品。 LC iLK3を原始的な与εlementαf.Y51定曲型格子とし，W をLの
部屋のーっとする r(均三 10なら広君冊以Z， の WeylベクトルバL，W)
は以下の式で与えられる:
(1) ニ Oならば，Lは以下の 12留の格子の何れかに等長である;
At ED Al' (0三間三 9)，lU(2)， 1LT(2) a lEs(2) 
このとき y
{争-t(d1十一・十九) if L = At a 
p(L， ェ<2 e+訂正 L:=1I(2) 
1. 0 if L = 1I(2) a lEg(2). 
k(L) = 1ならば，Lは以下の 11個の格子の荷れかに等長であるJ
むaA1 (0:5 m主的ヲ 1lJ(2) a [1l4， 1IJ EB lEs(2). 
このとき F
( 5~+4f-- ~(dl +・ 9 十dm) if L =むの
p(L， W)ごく 3e十3f -PID. if L = U(2) ED [1l4 
l e if L = 1IJED lEg(2). 
k(L) = 2ならば，Lは以下の6個の格子の何れかに等長である:
むφ[1l4a A1 (0三間三4)， 1](2) ED IDJ4 a [1l4・
A DUALITY BETWEEN K3 AND DEL PEZZO SURFACES? 
このとき 7
J 7e十6f-PIl. -!(d1 + 00. + dm) if L =IU ED]]))4 EB AT 
p(L， W) = ~一I 3 e + 3 f -Pli.EIlIl. if Lニむ EB])4 EB ])J4o 
(特例L)ニ 3ならば，Lは以下の4個の格子の何れかに等:畏である:
At ED lE7 EBA1 (0三m三2)， 1u EB])J4⑦]])J4・
このときF
j 等h-PE7-*(d1十一・十dm} if L =: Al EB lE7 ED 
p(L， = <ー EI 7 e十6f -PIDl.EIlJID. if L = lU EB ])J4 ED ])4・
(5)判的=4ならば，Lは以下のH屈の格子の何れかに等長である:
Al ED JE8 EB (0三間三 1)， 1U(2) ED lEg. 
このとき 3
i等h-P!r.一等十 a・0十p(L7W)={a-r叫川
I 15草+15 f -pぬ
if L =At a lEs ED.&1 
if L;:;む(2)ED lEt;. 
k(L) = 5ならば，L ~ま以下の格子に等長である:
lIJ a JEg • 
このとき 2







1]( q2)8 'd &， 
一 η(1)8刑判8
Borcherds積iこなっ





6. 対合付き K3 曲面のミラ~~完封性7
Definition 601。対合付き K3曲面(X，のが非常に一般や功
Pic(X) ;ニ H2(X品)nHり (X，R) = H!(X， Z). 
p(X) := rkz Pic(X)をXのPicard数と言う.
41 
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以下3
:ニ {xE R); X2 > 
で定義 の区計ler類を含む連結成分をで表す.(X， l)の五五hler鐘を
巴 H~ :1.); xはXの出M君主主要}=κ生n えZ)





















， Z)) := ， Z)
Len:亙臨a!'L4. t)が非常に一般で壬 10ならばy 以下の条件を充たす時岨因子
類DE が存在する:
(1)f*Dニ D fεAUも(X， 特lこDはト不変 a
ECXが非特異有理由鰻ならば3
I 1 if cl(E)/2!f:_ 
D.E= < i 2bo(Xト 1十1 if ClεPic(X)V。
(3) Dはネブ，i.e・， 1任意の代数曲線DCXに対して C.Dと0である e さらに9
(X，Z)学¥U(2)，¥u ED lEs(2) ， ¥U(2)⑦lE8(2)， At EB Aiならば，Dは豊富である
(4) Dはffi(X32)の特性元である，~_e. ， 
一2
D.x =:す mod1， VxεPic(X) V. 
























ある， (侶B巴悩r犯7沼slH吋81匂王勺ザy一心C町 G叫も抗凶t“ιiト一大栗一斗'¥/a包祉fa可司]や Boぽrc品he加邑包泣r苦せ也陪5司iの先行する仕事にも
言及すべきであるJTh即時m5，2を以下のように書き換えることができる;
Theore臨む.6.以下の主張が成り立つ
く島(X，.) はImz~き> 0のとき ι.M t)上の保型形式に解析接続さ
れる.
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